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Recommandations générales : nommez les propriétés / iois / formules que vous utilisez pour
résoudre les exercices. Vous serez également évalués la-dessus.

1 Cours (3 pts) 28,

1.1. Dans le cas d’un ensemble fondamental S 4 événements élémentaires équiprobables, si E est un
événement quelconque sur S, combien vaut P(E) 7

=> En notant N(E) le nombre d’éléments de I'événement E, on aura P(E) = N(E} / N(5}

12 Soit E et F deux événements sur un ensemble fondamental S. Donnez la définition de la
probabilité conditionnelle P(E[F}

=> P(E{F) = P(EF) / P(F) si P(F} # 0 (pour F = @, P(E|F) n’est pas définie)

1.3. Comment définit-on formellement " indépendance de deux événements EetF 7
(plusieurs formulations possibles)
E et F sont indépendants < P(EJF) = P(E) & P(FIE) = P(F) © P(EF) = P(E)P(F)

Ne pas confondre avec le caractére mutuellement exclusif (EF = 9)

it 4 Donnez le théoréms de Bayes. 24

== P(E|F) = F(F|E) P(E) / P(F)

2 Exercices

2.1. (1,5 pts) Pour un jeu télévisé ot vont participer 10 candidats (5 femmes &t 5 hommes), en
choisit au hasard un ordre de passage des 10 candidats.

a) Quelle est la probabitité d’ une séquence de candidats donnge ?

L'ensemble des résultats possibles est constitué des 10! permutations possibles des 10 25,

candidats. Chaque séquence a donc la probabilité 1/10!
b) Quelle est 1a probabilité que le 2™ candidat soit une candidate ?

On a 5 facons de choisir une femme en e position, et 9! fagons d’ordonner les 9 autres
candidats, d’oit la probabilité 5x 9!/ 10! =%

On peut anssi résoudre plus directement, en remarquant qu’il y a symétrie totale entre
hommes et femmes, et donc qu’a une position donnée on a autant de chances d’aveir un
homme g’ une femme, d"oi Ic résultat ‘4.

2.2. (3 pts) Formule des probabilités totales. On considére qu’une phrase « journalistique » a une
probabilité de 0,05 d’étre averbale. Par ailleurs une phrase journalistique verbale a 1% de
chance d'&tre un titre, alors qu’une phrase averbele a 60% de chances d’&tre un titre. 81 on
considére une phrase journalistique au hasard, quelle est la probabilité qu’elle soit un titre ?

L’expérience considérée est le « tirage » d’une phrase journalistique, gui peut étre nn titre
ou pas, et verbale ou averbale. On note 1 1'événement «la phrase est un titren, A
I’événement « la phrase est averbale ». L’énoncé nous donune :

P(A) =0,05
P(T1AY=0,6
P(T1A) =001
On caleule P(T) par la formule des probabilités totales (« pour obtenir ’événement «la

phrase est un titre », oo a deux chemins : le cas «la phrase est averbale» et le cas «la
phrase est verbale ») :

P(T) = P(T I A)P(AY+ P(T | AYP(B) = 0,6 % 0,05+ 0,01 x 0,95 = 0,0395
(4 pts) Variable binomiale. Un systéme de reconnaissance vocale reconnait des mots isolés
correctement dans 95% des cas. On teste le systéme par série de 5 mots a reconnaitre. Quelle

est ta probabilit¢ que le systéme fasse au plus une erreur sur les 5 mots 7 (donnez I’expression
mathémasique sans faire te calcul )

On considére Pexpérience € « reconnaitre 5 mots » comme la réalisation de S éprenves
indépendantes A = « reconnaitre un mot »,

Y la variable de Bernonilli sur 'expérience R qui vaut 1 si le mot est bien reconny, et 0
sinon.

X Ia variable sur ’expérience € qui compte le nombre de succés (le nombre de mats bien
reconnus) : ¢'est bien une variable binomiale, de parameétres n =3, ef p=0,95

On cherche alors F(X =4)+ P(X =5) =(i)p" 1-p¥+ [:]ps(l -p)=5p-p)+ p°

(2 pts) Soit 1a série statistique {10, 9, 6, 14, 17, 9, 10, 9, 12, 16) des longueurs d’un
échantillon de 10 phrases. Définissez et calculez la moyenne et I'écan-type de cette série.

(3 pts) Estimation. On considére un corpus de 100000 phrases du journal Le Monde,
contenant 1481 phrases averbales.

a) On cherche la probabilité pour une phrase quelconque du Monde d’étre averbale. Appliguez
P'estimation vue en cours pour cette probabilité.

b) Quelle propriété a cette estimation (précisez mathématiquement)

A partir du corpus de 100000 phrases, on peut dériver une séquence de 100000 résultats
« averbal » vu « mon averbal », et considérer cela comme la réalisation de 100000 épreuves
indépendantes « tirer une phrase du Monde, et voir si elle est averbale ou pas». Si on
nomme p la probabilité cherchée (prohabilité d’étre averbale), alors la séquence de
caractéres «averbal» ou «nonm averbal» dérivée du corpus a comme
probabilité p'®'(1 - p)y'*ee-

On peet montrer que Pestimation de p par fréquence refative, ici 1481/100000 = 0,01481
est la valeur de p qui maximise cette probabilité :



6.

P (L= p) S oot maximale pour p=1481/100000

(3,5 pts) Regle de multiplication,

a) Soient El et E2 deux evénements. Exprimez P(EIE2) & Vaide de probabilités
conditionneltes,

P(E1E2) = P(E1)P(E2|ET)
b) Généralisez au cas de I'intersection de n événements E; E; . . E,
P(E:Es...Eo) = P(E:) P(E2[Ey) P(Es| EEy) ... P(En| EiE...Eoy)

¢} Appliquez au cas suivant : On considére un systéme générant des phrases de 20 mots, pris
dans un vocabulaire de 500 mots m; m; ... mswp. On note Ti=my I"événement « le iéme meot de
la phrase générée est my; ».

¢1) Exprimez sous forme d’intersection I'événement E correspondant 2 la génération de
la phrase L L

Avec les notations introduites, on peut écrire :

E=L=m, NT=-m, NT, =, Ny =m,

On pent simplifier la notation en notant directement M ', Pévénement 7, =m
c2) Utilisez lu régle de multiplication pour exprimer P(E)

P(EY=P(M; }P(M, | M, )P(M, MM P(M, M M, M)

¢1} Si on fait I'hypothése simplificatrice que I"occurrence d*un mot ne dépend au plus
que des dewx mots précédents (5°ils existent), comment pouvez-vous réderire P(E) 7

P(E)=P(M )P(M,, i M )P(M, | M, M,). P(M, |M, M, )



